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Aufgabe 1 (Abwickelbare Regelflächen) (4 Punkte)
SeiF : I ×�→ �3, F(s, t) = c(s)+ tV(s) mit c,V ∈ C2(I ,�3) und|V(s)| = 1 für alles ∈ I , eine
C2-reguläre Regelfläche mit Gauss-KrümmungK ≡ 0. Zeigen Sie, dass eine Umparametrisie-
rungφ : V ⊂ �2 → I × � existiert, so dass die erste Fundamentalform der FlächeF̃ = F ◦ φ
gegeben ist durch

G̃ = (δi j ).

Hinweis:Machen Sie den Ansatz̃F(s, t) = c̃(s) + tV(φ(s)) mit einer Funktionφ : J ⊂ � → I .
Die Kurve c̃ ist dabei die Bogenlängenparametrisierung einer Kurve ¯c(s) = c(s) + λ(s)V(s),
wobei die Funktionλ : I → � so gewählt werden kann, dass〈c̃′(s),V(φ(s))〉 = 0 für alles ∈ I .

Aufgabe 2 (Assoziierte Familie von Minimalflächen) (4 Punkte)
Fürφ ∈

[

0, π2
]

seiXφ : �2 → �3 gegeben durch

Xφ(u, v) :=





















sinφ coshucosv+ cosφ sinhusinv
sinφ coshusinv− cosφ sinhucosv

sinφ u+ cosφ v





















Zeigen Sie:

1. X0 ist ein Helikoid undXπ
2

ein Katenoid (vgl. Serie 5, Aufgabe 3 und Serie 7, Aufgabe 1).

2. Die erste Fundamentalform vonXφ stimmt für alleφ überein.

3. Alle Xφ sind Minimalflächen.

Aufgabe 3 (Eigenschaften der kovarianten Ableitung) (4 Punkte)
Für ξ, η ∈ C1(U,�2) erfüllt die kovariante Ableitung∇ξη folgende Rechenregeln:

(1) ∇ϕξη = ϕ∇ξη für ϕ ∈ C1(U) (Linearität bzgl. Funktionen inξ).

(2) ∇ξ(ϕη) = ϕ∇ξη + (Dξϕ)η (Produktregel inη).

(3) ∇e1e2 = ∇e2e1 (Symmetrie).

Aufgabe 4 (Parametertransformation) (4 Punkte)
SeiF : U → �3 eine reguläre Fläche mit zugehöriger kovarianter Ableitung∇. Seiφ : V → U
ein Diffeomorphismus,̃F = F ◦φ : V → �3 die umparametrisierte Fläche und∇̃ die zugehörige
kovariante Ableitung. Seiψ : U → V die Inverse vonφ. Zeigen Sie:

1. Für alleC1-VektorfelderX,Y : V → �2 gilt

∇̃XY(p) =
(

Dψ
(

∇Dφ(X)Dφ(Y)
)

)

(φ(p)),

wobei für einC0-VektorfeldX : V → �2 und einen glatten Diffeomorphismusφ : V → U
das VektorfeldDφ(X) : U → �2 gegeben ist durchDφ(X)(φ(p)) =

∑2
i=1

∂φ

∂xi (p)Xi(p).



2. SeienΓ̃γ
αβ

(α, β, γ ∈ {1, 2}) die Christoffelsymbole der ersten Fundamentalform ˜g. Zeigen
Sie:

Γ̃
γ

αβ
(p) =

2
∑

i, j,k=1

Γk
i j (φ(p))

∂φi

∂xα
(p)

∂φ j

∂xβ
(p)

∂ψγ

∂xk
(φ(p)) +

2
∑

i=1

∂2φi

∂xα∂xβ
(p)

∂ψγ

∂xi
(φ(p)).
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